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Zur Wahl des Themas

• Relevanz von Symmetrien u. Erhaltungsgesetzen

• Ein alter Hut !?

Noethers Arbeit ist von 1918;

“Noethers Theorem” ist Standardstoff von

Lehrbüchern und Vorlesungen

Dennoch:

Darstellung meist unvollständig

(bisweilen haarsträubend)

Ausnahme:

Peter J. Olver, Applications of Lie Groups to

Differential Equations, Springer-Verlag 1986

• Zusammenhang mit eigenen Arbeiten
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Allgem. (u. moderne) Form der Theoreme

Voraussetzung:

Bewegungsgleichungen folgen mittels Variations-

prinzip aus einer Wirkung (bzw. Lagrangefunktion)

Theorem 1 (einfache Version)

Zu jeder kontinuierlichen globalen Symmetrie der

Wirkung korrespondiert ein erhaltener Strom (= eine

Kontinuitätsgleichung) und umgekehrt.

Theorem 2 (einfache Version)

Zu jeder lokalen Symmetrie (=Eichsymmetrie) der

Wirkung korrespondiert eine (Noether-) Identität

zwischen den Bewegungsgleichungen und umge-

kehrt.

Erweiterte Versionen:

Theorem 1 gilt analog für Äquivalenzklassen globaler

Symmetrien und erhaltener Ströme, Theorem 2 für

Äquivalenzklassen lokaler Symmetrien und Noether-

Identitäten.



Symmetrien und erhaltene Ströme

Wirkung: I =

∫

dnxL(x, U)

L(x, U) ≡ L(xµ, Ua, ∂µUa, ∂µ∂νUa, . . .)

Ua = Ua(x)

1. (Kontinuierliche) Globale Symmetrien

Infinitesimale Transformationen:

δε xµ = 0 , δε Ua = ε Ga(x, U) , ε = konstant

Invarianzbedingung (Definition!)∗:

δε L = ε ∂µKµ(x, U)

Beispiel (n = 1, {xµ} = {t}, {Ua} = {U}):

I =

∫

dtL(U) , L(U) = 1
2 U̇U̇ − V (U)

δε U = ε U̇ ⇒ δε L = ε ∂tL

∗ δεL = L(x, U + δεU) − L(x, U) + O(ε2)



2. Lokale Symmetrien = Eichsymmetrien

Infinitesimale Transformationen:

δλ xµ = 0

δλ Ua = Ra(x, U, λ) = ra(x, U)λ + raµ(x, U)∂µλ + . . .

λ = beliebige Funktion der xµ

Invarianzbedingung:

δλ L = ∂µKµ(x, U, λ)

Beispiel (n = 1, {xµ} = {t}, a = 1 . . .4):

I =

∫

dtL(U)

L(U) =
√

gabU̇
aU̇b

=

√

U̇1U̇1 − U̇2U̇2 − U̇3U̇3 − U̇4U̇4

δλUa = λ U̇a ⇒ δλL = ∂t(λL)



3. Erhaltene Ströme

Erhaltene Ströme jµ(x, U) sind für jede Lösung der

Bewegungsgleichungen divergenzfrei.

Was bedeutet das konkret?

Bewegungsgleichungen:

δL

δUa
= 0,

δL

δUa
=

∂L

∂Ua
− ∂µ

∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

Stromerhaltung (=Kontinuitätsgl.):

∂µ jµ(x, U) = Ga(x, U)
δL

δUa

Anmerkung:

OBdA sind alle Ga(x, U) Funktionen (statt Opera-

toren), denn

∂µ̃µ(x, U) = [g̃a(x, U) + g̃aµ(x, U)∂µ + . . .]
δL

δUa

führt auf dieselbe Bedingung für äquiv. Strom:

∂µ

[

̃µ − g̃aµ δL

δUa
+ . . .

]

︸ ︷︷ ︸

jµ≈̃µ

= [g̃a − ∂µg̃aµ + . . .]
︸ ︷︷ ︸

Ga

δL

δUa



Beispiele für die Theoreme

Beispiel für Theorem 1

L = 1
2 U̇ U̇ − V (U), δε U = ε U̇

Die Stromerhaltungsgleichung

Ga(x, U)
δL

δUa
= ∂µ jµ(x, U)

liefert in diesem Fall die Energieerhaltung:

U̇
δL

δU
= −U̇[Ü + V ′(U)] = −∂t [

1
2 U̇U̇ + V (U)]

︸ ︷︷ ︸

Energie

Beispiel für Theorem 2

L(U) =

√

U̇1U̇1 − U̇2U̇2 − U̇3U̇3 − U̇4U̇4

δλUa = λ U̇a

Noether-Identität:

U̇a δL

δUa
= 0



Beweis von Theorem 1 (einfache Version)

⇒:

Sei δε L = ε ∂µKµ mit δεUa = ε Ga(x, U), δεxµ = 0.

Explizit:

δε L = ε Ga ∂L

∂Ua
+ ε (∂µGa)

∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

= ε Ga δL

δUa
+ ε ∂µ

[

Ga ∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

]

= ε ∂µKµ

⇒ Ga δL

δUa
= ∂µ

[

Kµ − Ga ∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

]

︸ ︷︷ ︸

jµ

⇐:

Sei ∂µjµ = GaδL/δUa.

Definiere δεUa = ε Ga, δε xµ = 0. Damit:

δεL = ε Ga δL

δUa
︸ ︷︷ ︸

∂µjµ

+ε ∂µ

[

Ga ∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

]

= ε ∂µ

[

jµ + Ga ∂L

∂(∂µUa)
+ . . .

]

︸ ︷︷ ︸

Kµ

qed



Beweis von Theorem 2 (einfache Version)

⇒:

Sei

δλ L = ∂µKµ(x, U, λ) (1)

mit

δλ xµ = 0

δλ Ua = Ra(x, U, λ) = ra(x, U)λ + raµ(x, U)∂µλ

[Der Einfachheit halber angenommen, dass Ra keine

2. Ableitung von λ enthält.]

Euler-Lagrange Ableitung von (1) nach λ liefert eine

(Noether-) Identität:

ra(x, U)
δL

δUa
− ∂µ

[

raµ(x, U)
δL

δUa

]

= 0 (2)

⇐:

Sei (2) gegeben. Multipliziere (2) mit λ. Das Ergeb-

nis läßt sich in die Form δλ L = ∂µKµ(x, U, λ) bringen

mit δλ wie oben.



Anmerkung

δxµ = 0 ist keine Beschränkung der Allgemeinheit.

Sei nämlich

δ̃I =
∫

dnx ∂µK̃µ (3)

(mit gleichen Integrationsgebieten rechts und links),

wobei

x̃µ = xµ − ξµ(x, U), Ũa(x̃) = (Ua + δ̃Ua)(x)

(3) ist equivalent zu

δL = ∂µKµ

wobei

δxµ = 0

δUa(x) = δ̃Ua(x) + ξµ∂µUa(x) (Lieableitung)

Kµ = K̃µ + ξµL

Insbesondere:

δ̃I = 0 ⇔ δL = ∂µ(ξ
µL)



Herleitung (bereits bei Noether zu finden):

Betrachte {xµ} = {t}, {Ua} = {U} und

t̃ = t − ξ(t, U) , Ũ(t̃) = (U + δ̃U)(t)

⇒ Ũ(t) = U(t) + δ̃U(t) + ξ(t, U)U̇(t)

Damit:

δ̃I =

∫ t̃1

t̃0
dt̃L(t̃, Ũ(t̃)) −

∫ t1

t0
dtL(t, U(t))

Substituiere im ersten Integral t = t̃ + ξ ⇒

δ̃I = −
∫ t1

t0
dt ∂t [ξ(t, U(t))L(t, U(t))] + δI

wobei

δt = 0 , δU(t) = δ̃U(t) + ξ(t, U)U̇(t)

Dies liefert, wie behauptet,

δ̃I =

∫ t1

t0
dt ∂tK̃ ∀t0, t1 ⇔ δL = ∂t(K̃ + ξL).



Erweiterte Versionen der Theoreme

1. Triviale Eichsymmetrien

Jede Wirkung hat unendlich viele triviale Eichsym-

metrien!

Diese verschwinden “on-shell”,

δλUa ≈ 0 ⇔ δλUa = Na(x, U, λ, ∂)
δL

δUa

und sind von der Form

δλUa = (−)m∂µ1 . . . ∂µm(λaµ1...µmbν1...νn∂ν1 . . . ∂νn

δL

δUb
)

mit

λaµ1...µmbν1...νn = −λbν1...νnaµ1...µm

Triviale Noether-Identitäten:

R̃a(x, U, ∂)
δL

δUa
= 0, R̃a(x, U, ∂) ≈ 0

Beispiel:

L = 1
2 U̇U̇ , δλ U = 2λ

...
U +λ̇Ü

δλ L = ∂t(λ̇U̇ Ü + 2λU̇
...
U −λÜÜ)

R̃(U) =
...
U −Ü∂t



2. Triviale globale Symmetrien und Ströme

Jede Wirkung hat unendlich viele triviale globale

Symmetrien!

Diese sind Eichtransformationen (triviale oder nicht-

triviale !) mit λ = λ(x, U),

δε Ua = δλ(x,U) Ua

Triviale erhaltene Ströme:

jµ ≈ ∂νKνµ, Kνµ = −Kµν

Beispiel:

L(U) =

√

U̇1U̇1 − U̇2U̇2 − U̇3U̇3 − U̇4U̇4

δλUa = λ U̇a

δλ=εU
a = ε U̇a

j = L − U̇a ∂L

∂U̇a
= 0



3. Erweiterte Version der Noether-Theoreme

Zu jeder nicht-trivialen globalen Symmetrie korre-

spondiert ein nicht-trivialer erhaltener Strom und

umgekehrt.

Zu jeder nicht-trivialen Eichsymmetrie korrespon-

diert eine nicht-triviale Noether-Identität und um-

gekehrt.

Noch präziser:

Definiere Äquivalenzklassen globaler und loka-

ler Symmetrien, erhaltener Ströme und Noether-

Identitäten durch Gleichheit modulo jeweils trivialer

Symmetrien, Ströme, Noether-Identitäten.

Die Äquivalenzklassen der globalen Symmetrien und

erhaltenen Ströme korrespondieren Eins-zu-Eins.

Die Äquivalenzklassen der Eichsymmetrien und

Noether-Identitäten korrespondieren Eins-zu-Eins.

“Noether-Ströme von Eichsymmetrien” sind trivial !


