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Zur Wahl des Themas

e Relevanz von Symmetrien u. Erhaltungsgesetzen

e Ein alter Hut 17
Noethers Arbeit ist von 1918;
“Noethers Theorem” st Standardstoff wvon
Lehrbuchern und Vorlesungen

Dennoch:
Darstellung meist unvollstandig
(bisweilen haarstraubend)

Ausnahme:

Peter J. Olver, Applications of Lie Groups to
Differential Equations, Springer-Verlag 1986

e Zusammenhang mit eigenen Arbeiten
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Doktorarbeit in Erlangen

erste Veroffentlichungen

Uni Erlangen, Forschung u. Lehre
(ohne Stelle oder Gehalt)

Uni Gottingen (auf Einladung Hilberts)
Forschung u. Lehre

Habilitation; Habilschrift enthalt
“Invariante Variationsprobleme”

(Arbeit mit den “Noether Theoremen’)
“Nicht-beamtete ausserord. Prof.”
geringes Stipendium fur Lehrauftrag
Amstenthebung durch Nazis

Visiting Prof. in Bryn Mawr, USA
Vorlesungen am IAS, Princeton

f14.4.1935 Embolie nach Tumoroperation



Allgem. (u. moderne) Form der Theoreme

Voraussetzung:
Bewegungsgleichungen folgen mittels Variations-
prinzip aus einer Wirkung (bzw. Lagrangefunktion)

Theorem 1 (einfache Version)

Zu jeder kontinuierlichen globalen Symmetrie der
Wirkung korrespondiert ein erhaltener Strom (= eine
Kontinuitatsgleichung) und umgekehrt.

Theorem 2 (einfache Version)

Zu jeder lokalen Symmetrie (= Eichsymmetrie) der
Wirkung korrespondiert eine (Noether-) Identitat
zwischen den Bewegungsgleichungen und umge-
kehrt.

Erweiterte Versionen:

Theorem 1 gilt analog fur Aquivalenzklassen globaler
Symmetrien und erhaltener Strome, Theorem 2 fur
Aquivalenzklassen lokaler Symmetrien und Noether-
Identitaten.



Symmetrien und erhaltene Strome

Wirkung: I = /dna:[,(ac,U)
E(Qf, U) = E(:IZ'“, Ua, a‘uUa, (9M(9;/Ua’, .. )
U =U%x)

1. (Kontinuierliche) Globale Symmetrien

Infinitesimale Transformationen:

dex" =0, 6¢U=eG(x,U) , € = konstant

Invarianzbedingung (Definition!)*:

de L = € 0y KH(x,U)

Beispiel (n =1, {zt} = {t}, {U?*} = {U}):
I:/dtﬁ(U) L(U) =100 - v(U)
5U=cU = 6L =cecHL

* 5L = L(z,U + 6U) — L(z,U) + O(e2)



2. Lokale Symmetrien = Eichsymmetrien

Infinitesimale Transformationen:

5>\ 4 =0
U = Rz, U, ) =r%(z,U)\ + r*(z,U)Our + . ..

A = beliebige Funktion der x*

Invarianzbedingung:

Beispiel (n =1, {zt} ={t}, a=1...4):

[ = /dtL(U)

LU = \/gupU°U?

— \/UlUl —_U2U? — 3y3 — r*ot

HU* =AU = 6L =0(\L)



3. Erhaltene Strome

Erhaltene Strome j#(x,U) sind flur jede Losung der
Bewegungsgleichungen divergenzfrei.

Was bedeutet das konkret?

Bewegungsgleichungen:
oL oL oL oL

, —0 .
sUa sUa aue " a(a,Ue) +

Stromerhaltung (= Kontinuitatsgl.):

0L
o, i*(z,U) = Gz, U) —
i@, U) = G, U)

Anmerkung:
OBdA sind alle G%x,U) Funktionen (statt Opera-
toren), denn

~ » i, 0L
0u7" (@, U) = [3°(2, U) + 5" (2, V) + .. ] =

fuhrt auf dieselbe Bedingung fur aquiv. Strom:

ot eqy OL - - 0L
Oy ]’u—ga’“5Ua—|—... = [g" — Oug™ + .. ]

{ ) ~oU @

jHAH



Beispiele fur die Theoreme

Beispiel fur Theorem 1

L=30U-V(U), 6U=¢eU
Die Stromerhaltungsgleichung

oL .
Ga(xa U) W — a,u]'u(xa U)

liefert in diesem Fall die Energieerhaltung:

Ug—é = U+ V') = & [5UU + V()]

Ené?gie

Beispiel fur Theorem 2

L) = Jolol — 202 — g3 — rio

5)\Ua — )\Ua

Noether-Identitat:
oL

“a .

oUa




Beweis von Theorem 1 (einfache Version)

=
Sei §c L = e 9y KH* mit U = e G x,U), dext = 0.
Explizit:

oL 4 oL
EYiC ~+ € (0,G*) 9T + ...

oL Ve

d0e L = eGY

oua
= ey K"

0L

= G° = O, [K“—Ga oL

8(8,U%)

gH

-

\

=5
Sei 0, = G*L/5U“.
Definiere 6.U% = e G%, 6 x* = 0. Damit:

0L oL

Go 2~ 4o, |Ge
G suate “[ 8(8,U%)

Ougt

o

0L

+..

oL
8(8,U%)
R

+]

ged



Beweis von Theorem 2 (einfache Version)

=
Sei
o\ L = 0uKH(x,U, \) (1)
mit
oyt =0

0\ U= R%x,U, ) =r%(z, U)X\ + r*(x,U)0u\

[Der Einfachheit halber angenommen, dass R® keine
2. Ableitung von X\ enthalt.]

Euler-Lagrange Ableitung von (1) nach X liefert eine
(Noether-) Identitat:

5L ) 5L
= T _
r¢(z,U) st~ O T (z,U) sia| =

0 (2)

=3

Sei (2) gegeben. Multipliziere (2) mit A. Das Ergeb-
nis 1aBt sich in die Form 6, £ = 0, K*(x,U, \) bringen
mit 4, wie oben.



Anmerkung
ox* = 0O ist keine Beschrankung der Allgemeinheit.

Sei namlich
51 = / d"z 9, R+ (3)

(mit gleichen Integrationsgebieten rechts und links),
wobei

g =zt — (2, U), U(F) = (U" +oU") ()

(3) ist equivalent zu
0L = O, K*
wobei
ozt =0
SU%z) = dU%(x) + €#9,U%(x) (Lieableitung)
KH = KHF 4¢P

Insbesondere:



Herleitung (bereits bei Noether zu finden):

Betrachte {«*} = {¢}, {U?*} = {U} und

t=t—¢@t,U), UQR) = U+U)()
= U@)=U@®) +0U@®)+£R,U)U()

Damit:

o1

t _ t
[1df£(f,U(a) —/1dt£(t,U(t))
to to
Substituiere im ersten Integral t =t + £ =
_ t
51 = — /t St 0y [€(t, U) L, U(E))] + 61
0

wobei

5t =0, sU@R) =6U(t) + £, U)U(t)

Dies liefert, wie behauptet,

~ t _ _
51 = / YAoK Vig,t, <« 6L = 0(K +£L).
to



Erweiterte Versionen der T heoreme
1. Triviale Eichsymmetrien

Jede Wirkung hat unendlich viele triviale Eichsym-
metrien!

Diese verschwinden “on-shell’”,

oL

HU~0 & 6U*= Nz, U\ 0) —

A A (@ ) <
und sind von der Form

oL
AU = (=)0 - Oy Ny By =)
mit
)\aul...umbyl...l/n — _)\byl...ynaul...um

Triviale Noether-Identitaten:

_ 5L _
RU(2,U,0) — =0, R*z,U,0) ~ 0
sUa

Beispiel:
L=3U0U, §U=2)\0~+\U

5\ L =0:(\NUU + 22U U —\UU)
R(U)=U -Ud



2. Triviale globale Symmmetrien und Strome

Jede Wirkung hat unendlich viele triviale globale
Symmetrien!

Diese sind Eichtransformationen (triviale oder nicht-
triviale ) mit A = A\(z,U),

66 UCL — 5)\($,U) UCL

Triviale erhaltene Strome:

P O, KVF, KVR = KM

Beispiel:

L) = ool — v20? — 7303 — g

5)\Ua — )\Ua
5)\:6[]@ — EUa

. 0L
j=L-U" =0

oue



3. Erweiterte Version der Noether-Theoreme

Zu jeder nicht-trivialen globalen Symmetrie Kkorre-
spondiert ein nicht-trivialer erhaltener Strom und
umgekehrt.

Zu jeder nicht-trivialen Eichsymmetrie Kkorrespon-
diert eine nicht-triviale Noether-Identitat und um-
gekehrt.

Noch praziser:

Definiere Aquivalenzklassen globaler und loka-
ler Symmetrien, erhaltener Strome und Noether-
Identitaten durch Gleichheit modulo jeweils trivialer
Symmetrien, Strome, Noether-Identitaten.

Die Aquivalenzklassen der globalen Symmetrien und
erhaltenen Strome korrespondieren Eins-zu-Eins.

Die Aquivalenzklassen der Eichsymmetrien und
Noether-Identitaten korrespondieren Eins-zu-Eins.

“Noether-Strome von Eichsymmetrien” sind trivial |



